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مروری بر اختيارات طبيعی          
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٨٧ ، تابستان ٣نسخه 

احتمال وجود اشکالات.  اين جزوه نيمه نهايی است و در طول زمان بهبود خواهد يافت
هرگونه بهره برداری تجاری. در آن هست و مولف از هرگونه بازخوردی استقبال می کند 

.استفاده دانش گاهی بلامانع است. از اين جزوه بدون اجازه مولف اکيدا ممنوع است
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سرفصل مطالب   

درک شهودی از ارزش اختيارات طبيعی:  بخش اول•

 اختيارات طبيعی در قياس با اختيارات مالی•

 معرفی ابزارهای رياضی لازم•

 روش های عددی برای ارزش گذاری اختيارات طبيعی •

  فرم های رياضی تحليلی برای ارزش گذاری اختيارات طبيعی•

 نمونه هايی از مثال ها و کاربردها•
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درک شهودی از اختيارات طبيعی       : بخش اول

©Hamed Ghoddusi, 2008

به عنوان . خانم های خانه دار ايرانی درک شهودی از مفهوم اختيار طبيعی دارند
يد دور ريخت چرا مثال آن ها با دورانديشی خاصی معتقدند که چيزهای بی استفاده را نبا

اين نمونه ای از ارزش اختيار طبيعی نهفته در اين  . که ممکن است روزی به کار آيد
.چيزها است
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ارزش گذاری معدن طلا  : نمونه ای از مثال اختيارات طبيعی         

ا  فرض کنيد می خواهيد قيمت اجازه بهره برداری از يک معدن کوچک طلا ر•
اجازه بهره برداری به شکلی است که به صاحب آن اين امکان را می دهد. تعيين کنيد

اگر سرمايه گذاری. تا دو ماه ديگر در مورد سرمايه گذاری روی معدن تصميم بگيرد
ز ام انجام شود بايد چهل روز برای انجام عمليات صرف شود و بعد در رو۶٠در روز 

 اونس طلا استخراج شده و به قيمت روز به فروش خواهد۴۵٠٠) از لحظه فعلی(صدم 
فرض شده % ۵هزينه سرمايه گذاری دو و نيم ميليون دلار است و نرخ بهره . رفت
 دلار به فروش750,000بعد از پايان استخراج تجهيزات معدن می تواند به قيمت . است
. برسد

ارزش اين اجازه بهره برداری چه قدر است؟ 
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وقتی از اختيارات طبيعی حرف می زنيم 
منظورمان چيست؟

اختيارات طبيعي هنگامي وجود دارند كه مديران بتوانند بر حجم    •
يا ريسك جريان هاي نقدي يك پروزه با اقدام هاي مختلف خود   

در طول عمر پروژه در پاسخ به شرايط متغير بازار اثر بگذارند       

مديران باهوش در تصميم گيري براي سرمايه گذاري در پروژه   •
ها، حتماً اختيارات طبيعي موجود در دل پروژه را نيز مد نظر      

مديران باهوش تر اما علاوه بر اين، به خلق ِ اختيار طبيعي       . دارند
.. . در پروژه ها مي پردازند   
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چه زمانی اختيار ارزش پيدا می کند؟

 است (Irreversible) وقتي سرمايه گذاري بازگشت ناپذير  •

 (Uncertainty) وقتي در مورد وضعيت آينده عدم اطمينان  •
.وجود دارد
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اختيارات طبيعی در عمل      

معادن/  ارزش گذاری منابع نفتی •

 ارزش گذاری وام های بانکی•

 ارزش گذاری شرکت های با فناوری بالا•

 ارزش سرمايه گذاری در فناوری اطلاعات•

 ارزش گذاری حق امتياز فناوری •

 ارزش گذاری انعطاف پذيری خط توليد•
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فرضيات بخش اول   

 است و اين فصل برای انتقال شهود در مورد مفهوم اختيارات طبيعی تدوين شده•
. لذا مسايل به صورت ساده شده ارائه شده اند

:مهم ترين فروض ساده کننده در تمامی مثال های آينده

. است(Risk Neutral) اقتصاد ريسک خنثی  •

. اقتصاد دو پريودی است  •

.  تمامی عدم اطمينان ها در پريود دوم به قطعيت تبديل می شوند      •

.   فرآيند تصادفی گسسته دو شاخه ای است   •

.   هر چهار فرض فوق در فصل های آينده رها خواهند شد     •
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فرضيات بخش اول   

وسته بودن برای ساده شدن محاسبات ارزش فعلی محاسبه شده در مثال ها با فرض پي•
اگر جريان نقدی گسسته باشد بايد تعديلی در ارزش فعلی. جريان نقدی تعيين شده است

. داد که ما از آن صرف نظر کرده ايم

يان در صورت احساس نياز مخاطبان به طور خلاصه روش محاسبه ارزش فعلی جر•
.نقدی دائمی توضيح داده می شود
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مثالی شهودی  

قيمت محصول فعلی.  فرض کنيد که می توانيد در يک معدن سرمايه گذاری کنيد•
. باشد١٠ يا ٣٠ واحد است و قيمت در سال آينده با احتمالات مساوی می تواند ٢٠

 و هزينه لازم برای  درصد١٠برابر ) در جهان ريسک خنثی(اگر نرخ بهره 
. واحد  باشد ارزش سرمايه گذاری را تحليل کنيد١۵٠سرمايه گذاری 

 روی کرد معمول بر اساس ارزش خالص فعلی•

• V=20/0.1=200
• NPV=V-I=200-150=50>0

!نتيجه نادرست. ارزش خالص فعلی مثبت است پس سرمايه گذاری کنيد:  نتيجه•
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چرا نتيجه قبلی نادرست است؟      

بعد از يک سال وضعيت.  فرض کنيد تصميم بگيريد که يک سال ديگر صبر کنيد•
و فرض کرديم که قيمت در اين سطح باقی خواهد) ٣٠ يا ١٠(قيمت معلوم می شود 

.ماند

• Case 1: P=10 , V=100 , V-I<0 , NPV<0! , No Investment

• Case 2: P=30,  V=300, V-I=150>0, Invest

)5.0*5.0150*0(2.68: ارزش فعلی تصميمات آتی •
1.01

1
=+

+
=NPV

صبر کردن به تر از سرمايه گذاری فوری   : ۵٠ > ۶٨٫٢ •
©Hamed Ghoddusi, 2008
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اختلاف ارزش از کجا می آيد؟    

سرمايه گذاری يک سال/ سرمايه گذاری الان ( ارزش اختيار برای صبر کردن •
) ديگر

ارزش اختيار چه قدر است؟ :  سوال مهم•

 واحد باشد چه می شود؟٢١٠اگر ارزش سرمايه گذاری اوليه :  سوال•

©Hamed Ghoddusi, 2008
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 اختيار توقف و خروج    :مثال

تقاضا برای هتل.  فرض کنيد که می خواهيد در ساخت يک هتل سرمايه گذاری کنيد•
هزينه لازم برای.  واحد باشد٧۵٠  واحد يا٣٠٠در آينده با احتمال مساوی ممکن است 

NPV<0.  واحد است۵٠٠٠ساختن هتل 

طقه ای حال فرض کنيد که هتلی که برای ساخت آن سرمايه گذاری می کنيد در من•
ن فروش ساختمانقرار دارد که تقاضا برای ساختمان اداری در آن وجود دارد و لذا امکا

.  واحد به خريداران وجود دارد ۴٠٠٠هتل به 

 اضافی هم هست(Put Option) با توضيحات جديد پروژه دارای يک اختيار فروش •
. و لذا ممکن است ارزش فعلی آن تغيير کند
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ارزش اختيار توقف    

٧۵٠

٣٠٠

٠

١٠٠٠

Put Option Value = (0*.05+1000*0.5)/(1.1)=454

Project Value = Static NPV + Put Option Value= (4772-5000)+454=226
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) مشابه( روی کرد ديگر   

٧۵٠

٣٠٠

٧۵٠٠

۴٠٠٠

NPV=(7500*0.5+4000*0.5)/1.1-5000=227
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 اختيار سوييچ   :مثال

.استفاده کنيد فرض کنيد ماشينی در اختيار داريد که می تواند از انرژی گاز و برق  •
 واحد و قيمت فروش محصول١٠قيمت گاز مصرفی برای توليد هر واحد محصول 

مساله اين است که قيمت .  واحد است١٧٠هزينه سرمايه گذاری .  واحد است٣٠ 
 واحد١۵قيمت برق در حال حاضر .  واحد شود١۵ يا ۵گاز در آينده ممکن است 

ارزش اين سرمايه گذاری چه.  واحد شود٢٠ يا ١٠است ولی در آينده ممکن است 
قدر است؟

: داريمSwaption در اين جا ما چيزی شبيه به يک •
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ارزش اختيار سوييچ    

١۵

۵

١٠

٢٠

۵

٠

C=(50*0.5+0*0.5)/(1.1)=45.5

NPV=?

ی قيمت هر دو سوخت در نظر گرفتيمدقت کنيد که رای سادگی ما در اين جا يک فرآيند تصادفی پيش رانه برا
.و فرض کرديم که قيمت های آن ها با هم هم بستگی منفی دارند
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 اختيار توسعه    :مثال

 واحدی١٠ فرض کنيد که می خواهيد فناوری را خريداری کنيد که باعث افزايش  •
اگر نرخ بهره.  واحد است١٠۵قيمت اين فناوری . در درآمد ساليانه شرکت می شود

باشد آيا اين فناوری را خريداری می کنيد؟% ١٠

)NPV<0(منفی :  جواب•

 توليد حال فرض کنيد که با داشتن اين فناوری می توانيد محصول ديگری را هم•
در آينده بالاکنيد که البته با قيمت های فعلی توجيه اقتصادی ندارد ولی اگر قيمت 

. برود توليد آن توجيه پيدا می کند

©Hamed Ghoddusi, 2008
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 اختيار توسعه    :مثال

قيمت های 
آينده 

٢٠

١٠

 هزينه سرمايه گذاری برای توليد محصول•
.   واحد است١۵٠جديد 

شکل مقابل سناريوهای ممکن را نشان      
. می دهد

هر چند خود فناوری ارزش اقتصادی 
نداشت ولی اختيار توسعه نهفته در آن  
نهايتا برای آن توجيه اقتصادی ايجاد    

.   می کند

NPV=50>0

NPV=-50<0

Growth Option Value=(0.5*50+0.5*0)/1.1=22.7

NPV of New Technology = -5 + 22.7 > 0

©Hamed Ghoddusi, 2008
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مثال هايی از اختيارات طبيعی       

 سهام شرکت ها•

پتنت/  حق مالکيت معنوی •

 سرمايه گذاری در تحقيق و توسعه•

امکان بارداری/ حق طلاق /  ازدواج •

 حق بهره برداری از جنگل•

 خريد زمين در حومه شهر•

 گستره فعاليت های يک شرکت چند مليتی•

©Hamed Ghoddusi, 2008
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برخی اختيارات طبيعی معمول        

ماشين های چندمنظوره، خط توليد مجهز به انرژی تغيير
دو گانه

کليه صنايعی که امکان رشد تقاضا در اثر بازخورد   رشد
رستوران: مثال. عمل کرد قبلی در آن هست

تعطيلی معدن، خطوط هوايی خروجی از سرمايه گذاری

سيستم های توليد انعطاف پذير، قوانين کار منعطف، تغيير در ظرفيت توليد

تحقيق و توسعه، شرکت های نوپا، پروژه های  مرحله ای کردن سرمايه گذاری
ساختمانی بزرگ

حق الامتياز بهره برداری از منابع طبيعی، زمين   (Defer)تاخير 
های مسکونی، زمين کشاورزی   

مثالاختيار طبيعی   

©Hamed Ghoddusi, 2008
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جمع بندی بخش اول  

Static NPV+Option قاعده درست برای بودجه بندی سرمايه ای• Value > 0

Time to Expiration of the Investment Opportunity (T) Time to Expiration of the Option 
Project Value Volatility (or proxy) (σ)Stock Volatility

Risk-Free Interest Rate (r) Risk-Free Interest Rate 
Cash Flows as Proportion of V (δ)Stock Dividend Yield
Investment Cost for the Project (D)Exercise Price of the Option

Producing Project (V)Stock or Other Financial Asset
REAL OPTION (F)FINANCIAL OPTION 

 مقايسه اختيارات طبيعی و مالی•

©Hamed Ghoddusi, 2008
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قيمت گذاری اختيارات       
در حالت کلی      

©Hamed Ghoddusi, 2008
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اوليه  مروری سريع بر مفاهيم    

اجازه انجام دادن عملی بدون وجود اجبار برای آن: (Option) اختيار •

بيرون، -درون، برخورد-اروپايی، آمريکايی، آسيايی، برخورد :  انواع اختيارات•
...پاريسی، 

: قيمت گذاری اختيارات •
موجود برای آپشن ساده اروپايی و  : (Closed Form) روش های فرم بسته •

، در حالت کلی برای آپشن  (Exotic)برخی شکل های خاص از آپشن های عجب   
.آمريکايی فرم بسته وجود ندارند

 روش های عددی •
 شبيه سازی•
 حل معادلات ديفرانسيل•

©Hamed Ghoddusi, 2008
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بازده اختيارات فروش و خريد      

قيمت دارايی 
Tدر زمان 

قيمت اجرايی
کردن

بازده
اختيار

قيمت دارايی 
Tدر زمان 

قيمت اجرايی
کردن

بازده
اختيار

(Put-Call Parity)برابری خريد و فروش   : رابطه مهم

©Hamed Ghoddusi, 2008
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اختيار آمريکايی     

رايی  اختيار خريد آمريکايی بدون پرداخت سود سهام قبل از نقطه پايانی اج •
.نمی شود

 توضيح شهودی•

اختيار خريد اروپايی= اختيار خريد آمريکايی  :   روی سهام بدون سود•

©Hamed Ghoddusi, 2008
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تاثير سود سهام   

 سود سهام•
 زمان اجرايی کردن اختيار خريد آمريکايی را جلو می آورد   •

 زمان اجرايی کردن اختيار فروش آمريکايی را عقب می برد       •

©Hamed Ghoddusi, 2008
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معادله ديفرانسيل بنيادی برای آپشن آمريکايی       

 منطقه توقف•
2

2
22

2
1

S
VS

S
VrSrV

T
V

∂
∂

−
∂
∂

−=
∂
∂ δ

=0: می شود(Stationary) اگر آپشن دائمی باشد رفتار مانا •
∂
∂
T
V

 شرايط مرزی متناسب با مساله•
) شرايط اوليه( شرط نقطه شروع •
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 شرط منطقه بهينگی اجرايی کردن•
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Put-Call Parity

قيمت دارايی 
Tدر زمان 

قيمت اجرايی
کردن

بازده
اختيار

©Hamed Ghoddusi, 2008

قيمت دارايی 
Tدر زمان 

قيمت اجرايی
کردن

بازده
اختيار
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اختيار آمريکايی     

.  اختيار فروش آمريکايی از اين قاعده پيروی نمی کند•

نوع زمان در واقع ما با يک مساله با مرز ثابت مواجه نيستيم بل که مساله از •
.توقف بهينه است

©Hamed Ghoddusi, 2008
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ايجاد بازده های پيچيده تر با استفاده از ترکيب خريد و فروش         

قيمت دارايی 
Tدر زمان 

بازده
اختيار

قيمت دارايی 
Tدر زمان 

بازده
اختيار

©Hamed Ghoddusi, 2008
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دو روی کرد کلی در قيمت گذاری تحت عدم اطمينان          

١١٠

١٣٠

١٠٠

فرض کنيد قيمت سهم ام 
١٠٠روز 

واحد است و با احتمال 
های مساوی

 يا ١٣٠در دوره بعد به 
. می رسد١٠٠

اختياری برای خريد اين  
سهم به قيمت

ارزش .  واحد داريم١١۵
اين اختيار 

چه قدر است؟

١١٠

١٣٠

١٠٠

١۵ +

٠
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سبد تکرار کننده     : روی کرد اول 

١١٠

١٣٠

١٠٠

١۵ +

٠

قيمت سهم.  ما بازده اختيار را می دانيم
لذا می توانيم.  و نرخ بازده هم مشخص است

بسازيم) يا بانک(سبدی از سهام و اوراق قرضه 
.که دقيقا خروجی آپشن را شبيه سازی کنيد

پيامد اصل مهم عدم آربيتراژ اين است که دو سبد 
که بازده يک سان دارند بايد قيمت برابر داشته

. باشند

 واحد اوراقB واحد از سهم و Sفرض کنيد 
. انتخاب می کنيمr=10%قرضه با بهره مشخص 

5.451.1/)6515(

5.0
100130
015

0)1.1(100
15)1.1(130

=−=

=
−
−

=

⎩
⎨
⎧

=+
=+

B

S

BS
BS

C=110*0.5-45.5=9.5
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احتمال ريسک خنثی    : روی کرد دوم 

ری يک نادرست بودن استفاده از نرخ بهره اوراق بهادار ديگر برای قيمت گذا•
ابزار مالی جديد 

: يافتن نرخ بهره مناسب برای تنزيل•

ترجيحات عوامل در قبال ريسک:  مدل های پايه ای•
)APT يا   CAPMمثلا  ( مدل های قيمت گذاری دارايی ها •

 يافتن قيمت بازار ريسک از روی قيمت دارايی های ديگر  •

©Hamed Ghoddusi, 2008

35

احتمال ريسک خنثی    : روی کرد دوم 

١١٠

١٣٠

١٠٠

١۵ +

٠

می توانيم دنيای فرضی را تصور کنيم که عامل ها
در چنين دنيای. در آن حساسيتی به ريسک ندارند

بازده همه دارايی ها مستقل از ريسک شان بايد برابر
.با نرخ بهره بدون ريسک باشد

برای رسيدن به اين دنيا بايد تبديلاتی روی توزيع احتمال
.ايجاد کنيم) عوامل ايجاد کننده ريسک ( جملات اختلال 

توزيع احتمالی را پيدا کنيد که قيمت دارايی محوری: ايده ساده
را تحت تنزيل بدون بهره برابر با اميد رياضی) مثلا سهام(

.قيمت های آتی آن کند

7.0
30
2110030121

)100*)1(130*(*
1.1

1110

==⇒+=

−+=

pp

ppE Q

C=(15*0.7+0*0.3)/1.1=9.5

©Hamed Ghoddusi, 2008
36

 در يک مدل دو شاخه ای معيار مارتينگل   

S0

Su

Sd

).)1(..())1(.()( 0010 dSquSqeSqSqeSEeS rt
du

rt
o

rt −+=−+== −−−

)/()( dudeq rt −−=

©Hamed Ghoddusi, 2008
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37

نکات مهم در قيمت گذاری ريسک خنثی        

در مقابل دنيای ريسک (P بی تاثير بودن نرخ رشد درآمدهای سهم در دنيای فيزيکی•
)Qخنثی،

جا آورديم؟ آيا ماجرا به شعبده بازی شبيه است؟ ما قيمت ريسک در بازار را از ک•

©Hamed Ghoddusi, 2008
38

 (Martingale Measure)معيار مارتينگل   

 اميد معيار احتمالی که تحت آن قيمت هر دارايی برابر با مقدار تنزيل شده •
.رياضی جريان های نقدی آتی آن است

برای يافتن معيار مارتينگل بايد قيمت حداقل يک دارايی تحت رفتار :  هشدار•
 بدون وجود چنين.تصادفی و با ريسک مشابه در بازار قابل مشاهده باشد

. راهی برای نوشتن درست معادله قيمت گذاری وجود نداردهيچ دارايی 

کارخانه يخ سازی، اختيار آب و هوا:  مثال از اختيارات حقيقی فاقد ويژگی فوق•

©Hamed Ghoddusi, 2008

39

درخت دو جمله ای در حالت کلی    

S0

©Hamed Ghoddusi, 2008
40

حل درخت دو جمله ای  

(Backward) حل به صورت عقب گرد •

 محاسبه ارزش در شاخه های پايانی•

 محاسبه ارزش هر شاخه بر اساس ارزش سرشاخه ها•

 رفتن تا نقطه شروع•

)ريسک خنثی(تحت معيار احتمال مارتينگل :  فراموش نکنيد•

©Hamed Ghoddusi, 2008

41

روش محاسباتی ساده  

.مقادير  پارامترها را محاسبه کنيد) ١

.يکی از قطرهای ماتريس معادل درخت را ايجاد کنيد) ٢

.روی هر سطر بايستيد و تمام عناصر آن را از روی عنصر اول ايجاد کنيد) ٣

S0 U U U U U

d

d

d

d

U

©Hamed Ghoddusi, 2008
42

تقريب زدن حرکت براونی هندسی با درخت دو جمله ای          

dt

dt

ed

eu
σ

σ

−=

=
تخمين زدن رشد در شاخه ها:  قدم اول•

تعيين احتمال ريسک خنثی:  قدم دوم•

نوسان دارايی را چه گونه تعيين کنيم؟:  سوال•

©Hamed Ghoddusi, 2008
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43

حل درخت دو جمله ای برای آپشن آمريکايی        

 قابليت توقف در هر نقطه•

ينده در هر نقطه ارزش عملی کردن آپشن در آن نقطه را با ارزش آپشن های آ•
. مقايسه کرده و نقطه ای که بالاترين ارزش را دارد انتخاب می کنيم

 اختيارات حقيقی بسيار شبيه به اين مورد است•

©Hamed Ghoddusi, 2008
44

مثال برای اختيار خريد آمريکايی       

S0

©Hamed Ghoddusi, 2008

مقايسه ارزش اجرايی 
کردن اختيار در اين 

لحظه با مقدار تنزيل شده  
اميد رياضی ارزش شاخه 

اصل بهينگی( های بعدی 
Bellman)

45

رفتار عمومی قيمت اختيارات         

©Hamed Ghoddusi, 2008

قيمت دارايی 
Tدر زمان 

قيمت اجرايی
کردن

قيمت
اختيار

)رنگ قرمز واريانس صفر(رنگ های مختلف نشان گر اختياراتی با واريانس دارايی پايه متخلف * 

46

برخی ويژگی های قيمت اختيارات       

. قيمت اختيار هيچ وقت منفی نيست١)

. باشدE-Sقيمت اختيار آمريکايی حداقل بايد ٢)

. قيمت اختيار آمريکايی با افزايش زمان اعتبار آن افزايش می يابد٣)

.شدقيمت اختيار آمريکايی نمی تواند کم تر از  اختيار اروپايی مشابه با۴)

©Hamed Ghoddusi, 2008

47

برخی ويژگی های قيمت اختيارات       

نمی تواند ارزشی بيش از قيمت فعلی) آمريکايی/اروپايی(يک اختيار خريد ) ۵
.دارايی پايه ای آن داشته باشد

.اگر قيمت دارايی پايه ای صفر باشد قيمت اختيار خريد هم صفر می شود) ۶

ايیقيمت اختيار خريد روی سهام بدون سود حداقل به اندازه قيمت فعلی دار) ٧
.پايه ای منهای ارزش فعلی قيمت اجرايی کردن است

انقضاءاختيار آمريکايی روی دارايی بدون سود سهام هرگز نبايد قبل از زمان ) ٨
.اجرايی شود

رايی ارزشاختيار آمريکايی دائمی روی دارايی بدون سود درست به اندازه قيمت دا) ٩
Hamed©.دارد Ghoddusi, 2008

48

مفاهيم و ابزارهای رياضی         

©Hamed Ghoddusi, 2008
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49

رياضيات اختيارات    

در شرايط اطمينان( قيمت گذاری اختيار فقط در شرايط عدم اطمينان معنی دارد •
)يی تکليف معلوم است و قيمت اختيار يا صفر است و يا برابر با ارزش نها

  معمولا فرض می شود که متغيرهای حالت سيستم توسط چند فرآيند تصادفی•
. تحت تاثير قرار می گيرند) مستقل يا هم بسته(

  پرداختن به جزييات رياضی مسايل قيمت گذاری اختيار از حوزه اين درس•
خارج است و علاقه مندان می توانند به کتاب های مربوط به 

Stochastic Calculus يا Continuous Time Financeمراجعه کنند .
1998Bjork ، کتاب معتبر Shreve: منبع اينترنتی معتبر

©Hamed Ghoddusi, 2008
50

(Random Walk)قدم زدن تصادفی     :  فرآيندهای تصادفی   

 فرآيند تصادفی گسسته •

 خاصيت مارکوفی•

ttt معادله تفاضلی• XX ε+= −1

©Hamed Ghoddusi, 2008

 اضافه کردن روند•

(Non Mean-Reverting) فرآيند غيرمانا، غير بازگشت به ميانگين •

51

)Wiener( حرکت بروانی      : فرآيندهای تصادفی   

 فرآيند تصادفی پيوسته•

 خاصيت مارکوفی•

 نمو مستقل•

©Hamed Ghoddusi, 2008

 نموها با توزيع احتمالی نرمال•

52

حرکت براونی      : فرآيندهای تصادفی   

 دکتر جهانی پور–جزوه حرکت براونی دکتر زنگنه :  توضيح شهودی و رياضی•

فرآيند تصادفی پيوسته ولی غيرمشتق پذير :  حرکت براونی•

 معادله ديفرانسيل تصادفی حاکم•
~)0,(): با روند( dtNW

dWdtdx σμ +=

),.(t توزيع احتمالی فرآيند در زمان • 2
0 ttxN δμ+

©Hamed Ghoddusi, 2008

 شبيه سازی گسسته•

53

ده بار شبيه سازی حرکت براونی      

©Hamed Ghoddusi, 2008
54

پيش بينی بهينه حرکت براونی         

©Hamed Ghoddusi, 2008

Dixit, Pindyck برداشت از کتاب  1994
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55

تقريب زدن حرکت براونی با قدم زدن تصادفی          

©Hamed Ghoddusi, 2008

X0

P

q

tΔ

hΔ

hΔ

hX Δ+0

hX Δ−0

2)(4)( hpqXV Δ=Δ

hqpXE Δ−=Δ )()(

 ميانگين و واريانس در يک قدم•

t
thpqXV
Δ

Δ=Δ .)(4)( 2

t
thqpXE
Δ

Δ−=Δ .)()(

توزيع دوجمله ای:  در طول فاصله طولانی تر•

56

تقريب زدن حرکت براونی با قدم زدن تصادفی          

©Hamed Ghoddusi, 2008

th σ=Δ

 برای رسيدن به حرکت براونی در حد•

]1[
2
1

]1[
2
1

tq

tp

σ
α
σ
α

−=

+=

57

حرکت براونی هندسی       : فرآيندهای تصادفی   

t اميد رياضی فرآيند در زمان •

احتمال منفی شدن در نتيجه نامناسب بودن برای مدل کردن:  مشکل فرآيند براونی•
و نيز نرخ بهره اسمی...) سهام، کالا، دست مزد، (متغيرهای اقتصادی مثل قيمت 

:  فرآيند براونی هندسی•
),0(~ dtNW

dWxdtxdx σμ +=

t موقعيت فرآيند در زمان •

t
t exxE μ.)( 0=

tW

t exx
σσμ +−

=
)

2
1

(

0

2

©Hamed Ghoddusi, 2008

 توزيع لوگ نرمال•
58

شبيه سازی حرکت براونی هندسی      

©Hamed Ghoddusi, 2008

59

پيش بينی بهينه حرکت براونی هندسی           

©Hamed Ghoddusi, 2008

Dixit, Pindyck برداشت از کتاب  1994
60

فرآيند بازگشت به ميانگين       :  فرآيندهای تصادفی   

معقول تر است که )  مثلا قيمت محصولات معدنی      ( برای برخی متغيرهای اقتصادی    •
ک های بيرونی   از فرآيند تصادفی استفاده شود که حول يک ميانگين نوسان می کند و شو        

.  به آن در زمان کوتاهی جذب می شود     

.  مدل رايج برای اين منظور است    (Ornstein-Uhlenbeck) اولنبک  -فرآيند اورنشتاين 

dWdtxdx σμα +−= )(

©Hamed Ghoddusi, 2008

t
t exxE αμμ −−+= )()( 0
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61

فرآيند بازگشت به ميانگين      

©Hamed Ghoddusi, 2008
62

 (Ito’s Lemma)لم ايتو   :  حساب ديفرانسيل تصادفی   

)هندسی( فرض کنيد حرکت يک متغير اقتصادی به صورت حرکت بروانی •
ضمنا فرض کنيد موجوديت ديگری به صورت). مثلا قيمت سهام يا نفت(باشد 

مطلوب است معادله). مثلا يک آپشن(تابعی روی اين متغير تعريف شده است 
ديفرانسيل حاکم بر اين متغير

بسط تيلور با ملاحظه رفتار خاص توان دوم فرآيند تصادفی:  ايده پايه ای•

©Hamed Ghoddusi, 2008

63

لم ايتو   :  حساب ديفرانسيل تصادفی   

dWxfdtxfxfxdf

dtdx

dWdtdx

δδμ

σ

σμ

)('])(''
2
1)('[)(

)(

2

22

++=

=

+=

 لم ايتو و نامساوی جنسن، ايده شهودی مهم برای اختيارات طبيعی •

©Hamed Ghoddusi, 2008
64

مثال :  لم ايتو  

?)(

)(

=

=

+=

xdf

exf

dWdtdx

x

σμ

 در فرآيند براونی هندسی(Correction) جمله تصحيح •

©Hamed Ghoddusi, 2008

65

مثال :  لم ايتو  

?)(

log)(

=

=

+=

xdf

xxf

dWxdtxdx σμ

.  به رابطه بين توزيع نرمال و توزيع لوگ نرمال فکر کنيد•

©Hamed Ghoddusi, 2008
66

قيمت گذاری اختيارات و فرمول بلک شولز         

: فرضيات•

©Hamed Ghoddusi, 2008

 نبود هزينه خريد و فروش•

 نامحدود بودن فروش استقراضی•

 ثابت(Short Rate) نرخ بهره کوتاه •

 توزيع بازده نرمال•

 نوسانات ثابت•

 فقدان سود سهام•
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67

قيمت گذاری اختيارات و فرمول بلک شولز         

 اختيار اروپايی خريد با Tدر زمان .  استS0دارايی داريم که قيمت آن :  مساله•
قيمت اين اختيار چه قدر است؟.  داريم Kقيمت اجرايی کردن 

©Hamed Ghoddusi, 2008

t=0 T=0

S0 S0

 توزيعTقيمت در زمان  
 با Lognormalاحتمال 

پارامترهای مشخص دارد

68

قيمت گذاری اختيارات و فرمول بلک شولز         

بازدهچرا که . را می دانيم) تحت معيار احتمال مارتينگل( ما توزيع احتمال قيمت •
 رشد می کند و از لم ايتو می توانيم معادلهrدر اين دنيا با نرخ بهره بدون ريسک 

Tبه عبارت ديگر لگاريتم قيمت در لحظه . را محاسبه کنيمقيمت ديفرانسيل فرآيند 
. توزيع نرمال با ميانگين و واريانس معلوم دارد

ينده هستيم  در اختيار خريد ما علاقه مند به تحقق هايی از متغير تصادفی قيمت آ •
 هستند به عبارت ديگر (K)که بالاتر از قيمت اجرايی کردن 

©Hamed Ghoddusi, 2008

KSKS >− 1)(

69

فرمول نهايی    

©Hamed Ghoddusi, 2008

)()(),( 2
)(

1 dNKedSNtSc tTr −−−=

tT
tTrKS

d
−

−++
=

σ
σ ))(()/ln( 2

2
1

1

tTdd −−= σ12

where:

)(⋅N distribution function for a standard Normal (i.e. N(0,1))

70

(Dividends)فرمول بلک شولز و سود سهام       

.  در فرمول اصلی دارايی پايه سود لحظه ای ندارد•

.  در صورت وجود چنين سودی بايد نرخ رشد دارايی را تعديل کرد•

اگر دو اختيار معامله روی دو سهم با نوسانات و قيمت اوليه مشابه :  سوال شهودی•
ر با ارزش تر است؟ولی اولی بدون سود سهام و دومی با سود سهام داشته باشيم کدام اختيا

(Convenience Yield)، بهره آسايش Commodities سود سهام در •

©Hamed Ghoddusi, 2008

71

Ce Pe Ca Pa  متغير
S0
X
T
σ
r
D

+ + –
+

? ? + ++ + + ++ – + –

–
– – +

– + – +

تاثير تغيير پارامترها بر ارزش اختيارات           

اختيارات  

©Hamed Ghoddusi, 2008
72

شبيه سازی مونته کارلو در قيمت گذاری آپشن        

محاسبه:  ايده کلی شبيه سازی مونته کارو•
عدد پی 

 سری دو بعدی از اعداد تصادفی يک نواخت •
 را در معادله دايره (x,y)هر زوج . توليد کنيد

اگر داخل دايره بود يک امتياز . واحد امتحان کنيد
کل امتيازات را بر تعداد شبيه سازی تقسيم. بدهيد
مساحت دايره به دست می آيد و عدد پی از. کنيد

. طريق آن قابل محاسبه است

©Hamed Ghoddusi, 2008
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73

شبيه سازی مونته کارلو در قيمت گذاری آپشن        

 از فرآيند تصادفی پايه ای اختيار توليد کنيد و بازدهRealization تعداد زيادی •
ميانگين بازده های محاسبه .  محاسبه کنيدRealizationاختيار را بر اساس هر 

.قيمت آپشن به دست می آيد. شده را با نرخ بهره بدون ريسک تنزيل کنيد

ون ريسک  فراموش نکنيد که نرخ رشد فرآيند تصادفی بايد برابر با نرخ بهره بد•
)شبيه سازی در جهان فيزيکی نيست بل که در جهان ريسک خنثی است(باشد 

ادله شده طبق معمول روش تنها زمانی درست است که فرآيند پايه ای در بازار مب•
. و قيمت اوليه آن بر اساس تعادل بازار معلوم باشد

©Hamed Ghoddusi, 2008
74

شبيه سازی مونته کارلو در قيمت گذاری آپشن        

مساله سرعت هم گرايی: (Crude) مونته کارلو خام •

©Hamed Ghoddusi, 2008

(Antithetic) متناقض    مونته کارلو زوج•

(Control Variates) مونته کارلو با کنترل تغييرات     •

: روش های کاهش واريانس•

75

قيمت اختيار اروپايی با پارامتر های         :  مثال

©Hamed Ghoddusi, 2008

شبيه سازی: آبی
بلک شولز: سبز

76

(Dynamic Optimization)بهينه سازی پويا    

©Hamed Ghoddusi, 2008

 اين بخش صرفا توصيفی شهودی از مفاهيم پايه بهينه سازی          
مورد استفاده قرار     ) طبيعی  (پويا که در تئوری اختيارات      

می گيرند را ارائه می کند و بسياری از جزييات و دقت نظرهای              
از آن حذف  )  مثلا شرايط وجود و يکتايی جواب        (رياضی لازم   

علاقه مندان می توانند به کتاب های تخصصی مثل           . شده است
• Leonard and Van Long 1998   
• Stokey and Lucas, 1989
 اهرابی، شاکری   •

. رجوع کنند  

77

(Dynamic Optimization)بهينه سازی پويا    

استخراج بهينه منابع طبيعی:  مثال•

©Hamed Ghoddusi, 2008

زمان

استخراج

Value Functional (Not Function!)

78

(Dynamic Optimization)بهينه سازی پويا    

 مثال تقاضا، ظرفيت، حجم سرمايه: (State) متغير حالت •

مثال توليد، سرمايه گذاری، مصرف، استخراج :  (Control) متغير کنترل•

 تابع منافع•

)بهينه( سياست •

ماندن/عدم ورود، خروج/ورود): مهم برای اختيارات حقيقی( متغير کنترل باينری •
حفظ محصول قبلی/حفظ ظرفيت، تغييرمحصول/توسعه ظرفيت

©Hamed Ghoddusi, 2008
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نمايی شهودی از بهينه سازی پويايی چند دوره ای        

©Hamed Ghoddusi, 2008

Stage 1 Stage 2 Stage 3

Return r1 Return r2 Return r3

Decision x1 Decision x2 Decision xT

S2 S2 ...S1 ST
Terminal
Value

 مساله هتلينگ در فضای گسسته•

80

(Bellman)اصل بهينگی بلمن       

ت به بعد سياست بهينه اين خاصيت را دارد که اقدامات از نقطه ای در فضای حال•
. بايد خود يک سياست بهينه را شکل بدهند

: رابطه اساسی بلمن•

©Hamed Ghoddusi, 2008

)]}([
1

1),({max)( 11 +++
+= ttttttutt xFEuxxF

t ρ
π

]){[(: اگر افق بی نهايت باشد•
1

1),({max)( 1++
+= tttttut xFEuxxF

t ρ
π

81

(Optimal Stopping)توقف بهينه     

لحظه  يک نوع خاص از مسايل بهينه سازی پويا که در آن متغير کنترل در هر •
.دوضعيت باينری دارد بيش ترين کاربرد را در تئوری اختيارات طبيعی دار 

©Hamed Ghoddusi, 2008

در هر لحظه از زمان عملی کردن اختيار يا ادامه دادن و:  مساله اختيارات طبيعی•
رفتن به مرحله بعدی

]}|)'([
1

1),( , )({max)( xxFEuxxxF tttt ρ
π

+
+Ω=

ارزش اجرايی
کردن فوری

ارزش ادامه دادن  

82

(Dorfman)اصل بهينگی دورفمن       

يه ای با در مسير بهينه متغير کنترل بايد طوری انتخاب شود که منافع آنی حاش•
.تغييرات حاشيه ای انباشت سرمايه در تعادل باشند

در قبال) از دست دادن منافع توليد(توقف بيش تر :  مثال برای اختيارات حقيقی •
افزودن بر ارزش سرمايه گذاری آتی

©Hamed Ghoddusi, 2008

83

سرمايه گذاری و پس ماند       

©Hamed Ghoddusi, 2008
84

مشاهدات دنيای واقع  

از .  بنگاه ها به محض سودآور شدن توليد يک محصول وارد صنعت نمی شود•
 خارجطرف ديگر اگر توليد يک محصول زيان ده شود بنگاه ها به سرعت از صنعت

.نمی شود

.  اختيارات طبيعی توضيح عقلانی برای اين رفتار ارائه می کند•

 سه ويژگی سرمايه گذاری در دنيای واقع•

(Sunk Cost) وجود هزينه های ريخته •
 در مورد حوادث آتی (Uncertainty) وجود عدم اطمينان   •
 پايدار بودن فرصت سرمايه گذاری برای يک دوره زمان  •

©Hamed Ghoddusi, 2008
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85

ارزش فعلی جريان درآمدها     

حرکت بروانی ) شرکت( فرض کنيد فرآيند تصادفی پيش رانه درآمد يک پروژه •
 باشد ارزش فعلی درآمدهای شرکتf(x)اگر درآمد شرکت به صورت .  دارد) هندسی(

 چه قدر است؟

∫
∞

− ==
0

0}|)({ xxdtexfEF tρ  مساله تعيين ارزش بر اساس معادله•
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معادله ديفرانسيل ارزش برای حرکت براوانی        :  روی کرد معادل

)](([)()( dxxFEedtxfxF dt ++= ρ

لم ايتو dtFdtFdFE ''
2
1'][ 2σμ +=

جای گذاری و ساده سازی 0)(''
2
1' 2 =+−+ xfFdtFdtF ρσμ

جواب اختصاصی؟

0''
2
1' 2 =−+ FdtFdtF ρσμ XX BeAe βα +−

جواب عمومی  

©Hamed Ghoddusi, 2008

87

معادله ديفرانسيل ارزش برای حرکت براوانی هندسی          

)](([)()( dxxFEedtxfxF dt ++= ρ

لم ايتو dtFXdtXFdFE ''
2
1'][ 22σμ +=

جای گذاری و ساده سازی 0)(''
2
1' 22 =+−+ xfFdtFXdtXF ρσμ

جواب اختصاصی؟

0''
2
1' 2 =−+ FdtFdtF ρσμ δγ −− +CXCX  جواب عمومی
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اختيارات طبيعی و برنامه ريزی پويا         

ويای زير در حالت کلی تحليل ارزش اختيار طبيعی معادل حل مساله بهينه سازی پ•
:است

به جای آن از ايده يافتن نقطه بهينه توقف استفاده.  حل تحليلی اين مساله ساده نيست•
. می کنيم و فضای حالت را به دو منطقه افراز می کنيم

 منطقه ای که درنگ بهينه است•

 منطقه ای که سرمايه گذاری بهينه است•

©Hamed Ghoddusi, 2008

89

شروط لازم برای بهينگی جواب        

(Value Matching) برابری ارزش ها •

(Smooth Pasting) عبور هم وار •

: در مرز دو ناحيه دو شرط برقرار است •

©Hamed Ghoddusi, 2008
90

تصميم برای اجرايی کردن      

قيمت بازار در هر لحظه=  ارزش فعلی کل ارزش های آتی •

در مقايسه با

 ارزش ناشی از اجرايی کردن اختيار در اين لحظه •

منطقه اجرايی کردن

منطقه صبر کردن

زمان

(State)حالت 

©Hamed Ghoddusi, 2008
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91

(Mcdonald, Siegel, 1986)سرمايه گذاری بازگشت ناپذير : مثال

يد آن را فرض کنيد پروژه سرمايه گذاری داريد که در هر لحظه از زمان می توان•
.عملی کنيد Kبا سرمايه گذاری 

 از فرآيند بروانی هندسی پيروی می کند و مقدار آن در هر لحظهX درآمد پروژه •
.قابل مشاهده است

 نقطه بهينه برای سرمايه گذاری کجا است؟•

©Hamed Ghoddusi, 2008
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ارزش درنگ در سرمايه گذاری  

X

V

H*

ارزش درنگ

ارزش سرمايه گذاری K
v

XXV −
−

=
ρ

)(
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93

*Xارزش پروژه قبل از رسيدن به       

مايه ای درنگ سود لحظه ای توليد نمی کند ولی با افزايش متغير حالت ارزش سر•
. پروژه بالا می رود

•E(dF)يل زير را با استفاده از لم ايتو بسط می دهيم و نهايتا به معادله ديفرانس
.می رسيم

βDXG جواب کلی اين معادله• =

©Hamed Ghoddusi, 2008
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*Xارزش پروژه قبل از رسيدن به       

. يافتن ضرايب در فرم تابعی نيازمند دانستن شرايط مرزی است•

. به سمت منفی بی نهايت می رود قاعدتا ارزش درنگ صفر استX وقتی •

K
v

XDX −
−

=
ρ

β  شرط برابری ارزش ها •

v
DX

−
=

−

ρ
β

β 11*  شرط تقاطع هم وار   •

KX نقطه بهينه • ..
1

* ρ
β
β
−

=
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95

شهود ناشی از اختيارات طبيعی       

به دست می آيد نقطه بهينه به دست آمده را با نقطه ای که از قواعد اقتصاد مهندسی •
چه تفاوتی مشاهده می کنيد؟ اين تفاوت از کجا می آيد؟. مقايسه کنيد

عقب گرد )  خصوصا نفت(چرا منحنی های آتی محصولات معدنی :  کاربرد•
(Backward) است؟ Litzenberger and Rabinowitz, 1995 
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خروج از سرمايه گذاری : مثال

در چه. ی کند فرض کنيد پروژه ای داريد که درآمدی با فرآيند حرکت براونی توليد م•
فرض کنيد ارزش اسقاط(نقطه ای از درآمد خروج از اين سرمايه گذاری بهينه است؟ 

)سرمايه گذاری صفر است

''0 معادله ديفرانسيل منطقه ادامه فعاليت•
2
1' 2 =+−+ xFdtFdtF ρσμ

XX BeAe βα +− : جواب عمومی•

Xβα + ρ: جواب اختصاصی•
β

ρ
μα 1 , 2 ==

©Hamed Ghoddusi, 2008
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خروج از سرمايه گذاری : مثال

. کنيم برای يافتن جواب دو شرط برابری ارزش ها و عبور هم وار را اعمال می •

:پس داريم.  ارزش اسقاط و هزينه توقف صفر است•

01 2 =+++− XBeAe XX

ρρ
μβα

01
=++− −

ρ
βα βα XX BeAXe

01* <−=
ρ
μ

β
X توقف در نقطه ای که سود:  نتيجه خلاف شهود•

)پس ماند(منفی است و نه وقتی سود صفر است 
©Hamed Ghoddusi, 2008

98

(Barriers)موانع   

توقف خط، افزايش ظرفيت :  (Absorbing) موانع جذب کننده•

رقابت، مقررات:  (Reflecting) موانع منعکس کننده•

تعويض ماشين: (Resetting) موانع بازنشان •

©Hamed Ghoddusi, 2008

99

مانع منعکس کننده   

ارزش در دو طرف مانع   :  معادله ديفرانسيل پايه•

©Hamed Ghoddusi, 2008
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مانع جذب کننده    

©Hamed Ghoddusi, 2008

101

(Resetting Barrier)مانع ريست   

©Hamed Ghoddusi, 2008
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©Hamed Ghoddusi, 2008

 اجرايی اختيارات طبيعی معادل تعبيه مانع به صورت بهينه    
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103

(Brennan, Schwartz, 1985) ارزش گذاری منابع معدنی  

©Hamed Ghoddusi, 2008

 چه گونه در شرايط وجود هزينه بستن و گشودن معدن رفتار بهينه سرمايه گذاران•
است؟

 تاثير اين رفتار بر ديناميک قيمت محصولات معدنی چيست؟•

104

Titman 1985ارزش زمين شهری،    

ت؟ چرا با وجود زمين های خالی در برخی شهرها قيمت زمين بسيار گران اس•

رد هم چرا قيمت زمين در مناطقی که ساختمان سازی در آن جذابيت چندانی ندا•
گران است؟
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اختيارات طبيعی و مديريت استراتژيک           

 استراتژی به عنوان پورت فوليويی از اختيارات طبيعی •

 قيمت گذاری شرکت های با فناوری بالا•
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اختيارات طبيعی و فناوری اطلاعات       

ی آتی طراحی نرم افزار به عنوان اختياری برای توسعه سريع تر نرم افزارها•

• 
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مشکلات چارچوب اختيارات طبيعی در عمل         

 يا دارايی ديگر پوشش دهنده(Traded Underlying) يافتن دارايی پايه مبادله شده •

 تخمين واريانس آتی دارايی پايه •
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...ادامه دارد 
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